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Estymacja stanu z niecigtymi pomiarami dla modelu
matematycznego opisanego réwnaniami ihiczkowymi
typu hiperbolicznego

1. Model matematyczny opisany réwnaniami réniczkowymi typu
hiperbolicznego

Rozpatrujc dynamik przeptywu wody, mezna uzyska rozktad przestrzen-
no-czasowy wskaikow zanieczyszczonej wody. Wskaki te reprezentua
odpowiednio biochemiczne zapotrzebowanie tlenu (BZTozpuszczony tlen
(RT). Dla rzeki jaké¢ wody wyraona tymi wskanikami jako wektor stanu
zalezny od czasu i jej diugaoi. Na podstawie bilansu masowego uzyskuge si
model matematyczny w postaci rowinedzniczkowych czstkowych typu hi-
perbolicznego pierwszegoedu. Po dokonaniu umownego podziatu rzeki na
odcinki, np. m¢dzy doptywami opis dla i-tego odcinka rzeki przyjeposté:

d
dt

z warunkiem pocgkowym: w chwili czasowej t
X (zt,) =%,(2) 2)

xi+di(in):A>q + Bw 1)
z

oraz warunkiem brzegowym:
X (0,t) = Mx_ (Lt) +w, (1) + R,u, (1) 3

Macierz M; stanowi powizania brzegowe railzy sisiednimi odcinkami,
a wektorw,,; jest zaktdceniem brzegowym. Sterowamjen postaci dostarczenia
tlenu zmienia tylko wspéteing wektora stanw, (RT) i zlokalizowane jest na
pocatku odcinka rzeki. Warkei diagonalnej macierzy gukosci przeptywu
wody V mog zmienia swoje wartéci wzdtuz diugasci. MacierzA okresla dy-
namike zmian wspotrzdnych wektora stanu, tj. BZT i RT. MacieB okresla
udziat sygnatéw zaktocggych w w procesie samooczyszczania [Szymkiewicz
2000].

Rozwigzaniem réwnania (1) z warunkami (2) i (3) jest Ingmevierzchnia,
ktorej ksztatt zaley od wymusze. Rys. 1 przedstawia przykiad hipotetycznej
rzeki z doptywami bocznymi o #@ych wartdciach pocatkowych wskanikéw
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BZT i RT oraz zmiennych w czasie i na dhdgowarunkéw granicznych
[Szymkiewicz, Gsiorowski 2010: 307].
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Rys. 1. Rozktad BZT i RT dla r&nych warunkéw pocatkowych
z doptywami bocznymi

W rzeczywistéci nie wystpuja idealne warunki, dlatego nakeuwzgkdnic
wplyw losowych wymuszie Aby wykres posiadat bardziej realne wyniki,
uwzgkdniono takie zaszumienie wskakow sygnatem stochastycznym o roz-
ktadzie gaussowskim. Rys. 2 przedstawia zmiany splowane tymi wymusze-
niami dziatagcymi na catej dugei rzeki.
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Rys. 2. Rozktad BZT i RT uwzgédniajacy zaktdcenia o rozktadzie gaussowskim

2. Pomiary chgte

Praktyczm realizacg ciagtych w czasie pomiarOw mna przeprowadza
w ustalonych punktach wzdtuzeki. Dla takiego uktadu interpretacja swobod-
nie ptyracej todki powoduje,a pomiary staj si¢ dyskretne w czasie. Jest to idea
rozwazan rowna rézniczkowych czstkowych wzdha ,charakterystyk”. Pomia-
ry ciagle generuje réwnanie:
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(1) =%, (1) + v, (t) 4

w ktorymx,(t) — to rozpuszczony tlen RT(t) — jest zaktioceniem pomiarowym
o rozkfadzie gaussowskim, o zerowych wéetach srednich. Za pomag pod-
stawieniat = t, k = 1,2,3... uzyskuje sirbwnania dyskretne, ktérych posta
wektorowa jest nagpujaca:

y(t,) = Cx(t,) +v,(t,) (5)

gdzie macier£=[0,1], a wektor stanu(t)=col[x1(t X(t)] i zaktécenie pomia-
roweVv(t,) okreslone g w dyskretnym momencig.

Opis modelu o parametrach rozbmych stosujc podejcie wzdhs ,,charak-
terystyk” dla ww. rozwaan, da s¢ opisa& rOwnaniami raniczkowymi zwyczaj-
nymi przyjmupcymi posté:

%X(Z(t),t) = Az (O)x(z (1)) + Bw (z (t).1) (6)

gdzie warunek poatkowy:
X(Z (t,).t,) = %(Z,), i=123..

oraz B — macierz oddzialywa zaktocé; w, — sygnat szumu zakitdcajego
[Kwater, Krutys, Bartman, dkala, Simulation. ].

3. Idea estymacji metog Kalmana-Bucy

Zagadnienie estymacji dla uktadu opisanego rowmaini&) polega na znale-
zieniu estymatyt(t) aktualnego stanu, dla ktérego spetniony jest weltumini-
malizujacy odlegt@é miedzy wektorenx(t) a jego estymat®(t). Rozwizaniem
tak postawionego problemu jest estyni&lfd spetniajca ponisze réwnanie:

%f((t) = AX(t) + K[y(t) - Cx(t)] X(t,) =%, (7

w ktérym wspoétczynnikK dane g wzorami:
K = PCV?, (8)

podczas gdy macierZstanows rozwiazania rowna Riccatiego:

%P = AP+PA" -PC'V'"CP+DW,D’, P(t,) =P, (9)

W rownaniu (9)P,W,V, to macierze kowariancji odpowiedniogtiti esty-
macji, zaktdécé obiektowych i zaktoae pomiarowych. Zalenosci (7—9) repre-
zentup réwnanie filtru Kalmana-Bucy, ktére aby rozm#, naley zachowa
odpowiedna kolejnasé.



4. Estymacja wskanikow jakosci wody w procesie filtracji i predykcji

W procesie estymaciji stanu dla obiektdwagéych z dyskretnymi pomiarami
mozna wyr@ni¢ dwie fazy: filtracg i predykcg. Przez filtracg rozumiane
operacje generowania estymat w chwilina podstawie wynikéw pomiarow
wykonanych wtym momencie i poprzednio. Natomiaspredykcji chodzi
0 uzyskanie estymaty na przysgtodo chwili pomiaru. Réwnania predykcji
i filtracji otrzymuje s¢ wprost z pierwszego réwnania filtru (7), uwadhiajac
nieciagtos¢ pomiarupoprzez przyjcie Vy(t#t)=.

Filtracja — obowhzuje dla momentoéw dokonywania pomiargy t

X(t, /1) = X(t, /1) + K @)yt) —CX(t, /t,)] Xt /t) =% (11)

gdzie x¢/t) — estymata w chwilit otrzymana na podstawie pomiarow
y(t.),....yt,), P /t) — kowariancja lddu estymaciji, K(t,) — wspdiczynnik
wzmocnienia filtru.

Predykcja — obowazuje dla t.>t>t,

%?(tk It) = AR(L)R@E/L), X(t /t) (12)

gdzie X(t,/t,), P(t/t,))— odpowiednio estymata i kowariancjeedd estymacji
prognozowana dla tgtW, — kowariancja zaktogew,.

Osobliwasciag estymat jest niegiftos¢ w chwilach otrzymywania pomiarow.
Spowodowane jest to dostarczaniem najnowszych nrdofi o obiekcie
w postaci pomiarowy(t). Wartas¢ estymatyk(t/t,) jest ,poprawiana” nowym
pomiarem ze wzmocnienieKx(t) w stosunku do warkgi estymaty otrzymanej
Z poprzednich oblicze Wielkos¢ tej ,poprawki” zaley od r&nicy miedzy ak-
tualnym pomiarem a dotychczas oktoda wartdcia estymaty (z przed momen-
tu pomiaru) [Krutys 2012].

5. Rezultaty eksperymentéw symulacyjnych

Badania symulacyjne przeprowadzongnadowisku Matlab. Rys. 3 przed-
stawia rezultaty badadla hipotetycznej rzeki z trzema bocznymi doptywam
o dwych wartgciach zanieczyszcae Jak tatwo zauwag¢, doktadnéé estyma-
cji dla mierzonej wspoétnej stanu (RT) jest lepsza [Palczewski 2004].

Porownujc rysunki (rys. 3-4), obserwujemy znaczny wplyw tegoi
wspotczynnikéw wzmochienil w rownaniu (11). Analizajc wyniki symulacii,
okazuje st, iz wartgs¢ estymaty RT jest bisza rzeczywistemu modelowizni
wartas¢ estymaty BZT. Wynika to z faktuz wartas¢ RT otrzymujemy z bezpo-
srednich pomiarow, a wartoi BZT z szacowania w procesie estymacji.zRiéa
pomigdzy wart@ciami uzyskanymi z modelu a waftbami estymowanymi
moze by baz do wyliczenia bddu przyblizenia estymacii.
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Rozkiad BIT Rozktad RT
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Rys. 3. Stan i estymata BZT i RT dla wspoétczynnikdwK ;=-2.5, K-,=0.5
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Rys. 4. Stan i estymata BZT i RT dla wspoétczynnikéwK g,=-3, Kg,=0.9

Podsumowanie

W artykule przedstawiono model matematyczny rzglsany réwnaniem
rozniczkowym castkowym typu hiperbolicznego, a uwgdhiajac jej natug
mozna zapisaten model w postaci zbioru rowinadzniczkowych zwyczajnych,
nie tragc dokfadndci rozwazan. Dokonano rozwizania zagadnienia estymacji
stanu z wykorzystaniem idei filtru Kalmana-Bucy ykerzystaniem niegotych
pomiarow tylko jednej wspélezinej wektora stanu. Niegjtos¢ pomiaréw
sprowadzita proces estymacji dwoch etapow, tjedii i predykcji. Zatem ko-
nieczne stato girozwiazywanie na przemian réwfiadyskretnych i cigtych.
Rozwaano take problematyk zmiany wartéci wspoétczynnika wzmocnienia
filtru, uzyskupc zr&nicowan, jakasé estymacii stanu.
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Streszczenie

W artykule przedstawiono model matematyczny zaygmzzonej rzeki opi-
sanej rownaniami tmiczkowymi typu hiperbolicznego oraz rozieamia esty-
macji za pomog filtra Kalmana-Bucy z dyskretnymi pomiarami. W wuéacie
otrzymano dwa etapy bailatj. filtracje i predykcg. W procesie estymacji wy-
korzystano pomiary jakei rzeki w statych jej punktach, otrzynagj wartGci
dyskretne, co nagpnie bylo kluczowe dla zagadnienia predykcji rozamei
jako réwnania w postaci agtej z warunkami pocgkowymi uzyskanymi
w procesie filtracji generage wartdci przewidywane do naginych pomiarow.
W badaniach uwzgtiniono dob6r odpowiednich wspétczynnikow wzmocréeni
filtru majacego istotne znaczenie na wadiddedu estymacji.

Stowa kluczowe:modelowanie matematyczne, rownanianiézkowe castko-
we, estymacja, eksperymenty symulacyjne.

State estimation of discrete measurements for theathematical
model described by differential equations hyperbot type

Abstract

This paper presents a mathematical model of atedlitiver described dif-
ferential equations of hyperbolic type, and consielgtimation using the filter
Kalman-Bucy with discrete measurements. As a reguléceived two steps of
etimation i.e. filtration and prediction. In thetiezation process of river quality
was used measurements of the fixed point, yieldisgrete values, which then
was crucial to issue a prediction understood asrdgircuous equation with the
initial conditions obtained by a filtration proceassgenerate the predicted values
of subsequent measurements. The study includedeteetion of appropriate
filter gain factors having a major influence on @stimation error.

Key words: mathematical modeling, partial differential equaip estimation,
simulation experiments.
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