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Jakos¢ estymacji stanu z cagtymi pomiarami dla modelu
zanieczyszczonej rzeki

1. Parametryczne badania symulacji jakéci estymacji

Zagadnienie estymacji stam{t) sprowadza gido wyznaczenia estymaty
%(t) aktualnego stanu, z uwzgdhieniem warunku minimalizagego odleghéc
miedzy x(t) ajego estymatx(t). W przypadku filtru Kalmana-Bucy otrzymuje
sie rownanie raniczkowe:

%x(z,t):Ax(z,t)+KF(zm)[y(t)—Ci(z,t)] (1)

z warunkami granicznymi:  X(z,t,) =%,(2) X(z,.t) = X, (1)

W rozwaaniach przyto, iz obiektem bada jest rzeka zanieczyszczona
biochemicznie, w ktorej wektor stam(z,t) reprezentuje odpowiednio wskaki
biochemicznego zapotrzebowania tlenu BZT oraz pozieficytu rozpuszczo-
nego tlenu RT. Jakoé przyblizenia estymacji ok&ano wprowadzajc funkcjo-
nat Q-s; W postaci:

Qe :é”gZdt dz, dla domeny rozwizan Q=2zxT (2)

w ktorym: g(zt) =x(z,t) - X(zt), @ zmiennex(zt), X(z,t)oznaczaj odpowiednio
wektor stanu obiektu oraz jego estymat

Funkcjonat jakéci dany wzorem (2) reprezentuje liezbawierajca infor-
mack o bkdach w domenie rozwzan, tj. dla catej dtugéci obiektuZ oraz cza-
suT. Réwnanie (2) w zapisie numerycznym jest gashce:

Qe = éz:; X2 &(t,,2)? dzdt (3)

gdzie: t, ={t,,t,,,....t}, z ={2,,2,.,...,z} — zbiory dyskretnych warfci w we-

ztach obliczé orazdz, dt— kroki dyskretyzacji dla domeny rozyzen [Korbicz,
Mazurkiewicz, Janczak 1987].

O poprawie jakéci estymacji odwzorowagej wartéd¢ BZT i deficytu RT
mowimy, gdy warté¢ wskaznika Q.. jest coraz mniejsza. Nale zauway¢, iz
wartas¢ wspotczynnika wzmocnienia filtrie(z,t) w réwnaniu (1) ma istotny
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wptyw na przebieg estymai(z,t) [Kwater, Gomotka, Krutys 2010: 170-172].
Rys. 1 irys. 2 przedstawia wastd bledow estymacji dla rinych wspotczynni-
kéw wzmocnienia filtru Kalmankg; i Ke,.
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Rys. 1. Wartdci bledu estymacji dla Rys. 2. Wartdsci btedu estymacji =
Kg=-4.2, Kep=1.25 dla Kg1=-3.2, Kep=0.95

Dysponujc graficzry reprezentagj wartasci bledow, trudno ocedii po-
réwna skak bledow estymacji. Na podstawie przebieggddiw estymacji dla
BZT i RT (zob. rys. 1 i 2) mma za pomag rownania (3) oblicz§ wartdsci
funkcjonatu jakéci estymacji Qs. Wyniki zestawiono w tabeli 1.

Warto §ci funkcjonatu jako sci dla réznych wspétczynnikéw wzmocnienia filtru K-Frj ie:? '
Lp. Wspotczynnik wzmocnienia filtru Kalmana Qest BZT Qest RT
1 Kr1=-4.2, K=1.25 11102 400
2 Kri=-3.2, Ke5=0.95 10149 322
3 Kri=-3.2, K2=0.8 11431 347

Przeprowadzaf wiele eksperymentow symulacyjnych, najlepsze Iltazu
estymacji otrzymano dla wspotczynnika wzmocnienteufK g;=-3.2 i Ke=0.95.

2. Dobor wspdétczynnika wzmocnienia filtru Kalmana-Bucy i jego wptyw na
doktadnosé procesu estymacji
Nalezy podkrgli¢, ze na przebieg wektora stanu istotny wplyw anaj
sygnaly wymuszape, ktorych wartéci sa stochastyczne, ponadto pomiar
y(t) =CIx(z,t) +v(t) rowniez jest zaktocany szumem(t) (w ktorym z* jest
punktem pomiarowym wzdiudtugasci). Zaktadapc brak informacji o wymu-
szeniach zaktécagych wartéé¢ wspélczynnika wzmocnienia K nalezy ,do-
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brat”, aby funkcjonat jakéci Qgs; podany wzorem (3) byt jak najmniejszy. War-
tos¢ wspotczynnika wzmocnienia filtru Kalmana ma wielkptyw na jakdc¢
procesu estymacji [Palczewski 2004]. Dyspanuyskanikiem jakaci estyma-

cji, mozna okréli¢ miare dokltadndci estymaciji. Przeprowadzono szereg ekspe-
rymentow, ktérych rezultaty £ zamieszczono na rys. 3 i 4. Najlepsze wyniki
estymat BZT otrzymano dla wspoiczynnika wzmocniefliltru Kg=-4.2

i Ke=-3.69, natomiast deficyt RT najlepsze rezultatgynat dla wzmocnienia
KF2:125 i K:2=105
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Rys. 3. Wykres wartdci funkcjonatu Rys. 4. Wykres wartgci funkcjonatu
jakosci estymacji Qs dla BZT z réznymi  jakosci estymacji Q=5 dla RT z réznymi
wspoéitczynnikami wzmocnienia filtru wspotczynnikami wzmocnienia filtru

3. Wplyw wartosci zaktécar pomiarowych na wartcs¢ btedow powstajacych
W procesie estymacii
Wykorzystupc rézne intensywnéci gaussowskich zaktoaeoddziatywuj-
cych na obiekt, uzyskano interegtg wyniki. Przygto m.in. odchylenie standar-
dowe zaktoceé 0=1.5 dla BZT ic=0.5 dla RT;0=3 dla BZT ic=1 dla RT oraz
0=3.5 dla BZT ic=2 dla RT. Otrzymane rezultaty zamieszczono na5gsb.

‘Warto§¢ Qg dla estymacji RT dla roznych
Wartadé Qg dla estymacji BZT dla réfnych wpélezynnikéw filtru Kalmana
wipilezynnikiw filira Kalmana o mosel Kich zaklécen
iintensywnosci gaussowskich zakloced iintensywnosci gaussowskich zaklocen

18000

16000

14000 |

12000 |

10000 | |

8000 |

i 1

00 |

2000 +

= f= S= S= = D.
2 3 4 5

a) -

|

1200 17
| 4 -~ 1000 4 - - H0=15i05
mo-3il 800 7 mo=3i1
i B EEHE 600 0-35i2
400
200

§ F g b) 1 2 = 4 5 6 7 8

Rys. 5. Wykres wartdci funkcjonatu jakosci estymacji BZT i RT dla r6znych
wartosci wspotczynnika wzmocnienia filtru Kalmana i odchyen standardowych
0 sygnale gaussowskim

Najlepsze odwzorowanie dla estymacja deficytu REBeolujemy przy
srednim zaszumieniu, gdyunkcjonat jakéci przyjmuje najmniejsze waroi.
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4. Wplyw gestosci pomiaréw stanu wskanikow jakosci rzeki
na btedy estymacji

Proces estymaciji realizowany jest na podstawie gami deficytu RT.
Przeprowadzono szereg eksperymentéw symulacyjny@hrd@nych wartdci
stalych interwatow czasowych pogdzy pomiarami, tj.t = 5dt, 8dt i 12dt.
Zmiana cgstasci dokonywania pomiardw i filtracji istotnie wptywaa rezultat
koncowy estymaciji [Szymkiewicz, §8iorowski 2010]. Badano, jak #6 pomia-
réow w czasie wptywa na funkcjonat jala Qes. Na rys. 6a przedstawiono war-
tosci BZT dla r&nych wspotczynnikéw filtru Kalmana. Dla drugiej, veartej
i piatej serii pomiarowej estymacja z najkrotszym intalem pomgdzy filtra-
cjami, tj. T = 5dt, uzyskuje najwysz wartags¢ funkcjonatu jakéci estymacii
Qes, CO 0Oznaczaze najgorzej odwzorowuje stan obiektu. Tymczasenzeicsl
przypadkach estymacja wykonywana z zadaniem intarwal2dt pomégdzy
filtracjami uzyskuje najlepsze rezultaty.

Wartesé Qq,, BZT dla réinych Wartosé Qg dla roznych
wspblczynnikéw filtru Kalmana | interwaléw wspolezynnikéw filtru Kalmana i interwaléow

czasowych T fliracji czasowych T filtracji
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Rys. 6. Wykres wartdgci funkcjonatu jakosci estymacji BZT i RT dla r6znych
wspoitczynnikéw filtru Kalmana i interwatow czasowyd =, po ktérych
nastepuje filtracja

g

a)

W przypadku estymaciji charakterystyki RT zestavaemartéci funkcjona-
tow jakdsci dla trzech interwaldw czasowych pauatey filtracjami wyghda
bardziej przewidywalnie [Cia 2014]. Wartéci sumy kwadratow kbu esty-
macji dla interwalut=5dt @ najnizsze, a najwisze dlat=12dt (rys. 6b).
W wigkszaici przypadkow estymacji dla RT przy zrych wspoétczynnikach
wzmocnienia filtru mana wychwycé prawidtowaé, iz im mniejszy jest krok
czasowy do kolejnej filtracji, tym lepsze uzyskujeprzyblizenie.

Podsumowanie

W artykule przedstawiono rezultaty badawiazanych z matematycznym
modelowaniem biochemicznych zanieczys#caerzece. Rozwano zagadnie-
nia estymacji z wykorzystaniem filtru typu KalmaBaey o r@nych wspoh-
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czynnikach wzmocnienia. Wskaiki jakosci wody zanieczyszczonej bioche-
micznie reprezentowane byly przez Biochemiczne Hapbowanie Tlenu
(BZT) oraz Rozpuszczony Tlen (RT). Jakeestymacji zostata opisana za po-
moa funkcjonatu jakéci Qgs; rozumianego jako suma kwadratovedbw esty-
macji. W rezultacie badaotrzymano zrénicowary jakos¢ estymacji podczas
przeprowadzania eksperymentoéw symulacyjnych.zIMy jest odpowiedni
dobdr parametrow w procesie symulacji, ktory powedimniejszenie wartoi
btedu procesu estymaciji poprzez dobér odpowiednichdteggnnikow wzmoc-
nienia filtru bez znajomiei zaktiécé pomiarowych i systemowych.
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Streszczenie

W artykule przedstawiono zagadnienia zzeine z badaniami symulacyj-
nymi jakasci estymaciji stanu filtrem typu Kalman-Bucy. Badahjekt stanowi-
la rzeka zanieczyszczona biochemicznie opisana adiami r@niczkowymi
czastkowymi typu hiperbolicznego. Ja¥oestymacji okréano przy pomocy
funkcjonatu reprezentggego sura kwadratu bddu w rozwaanej przestrzeni
rozwiazan. Na symulowany obiekt oddziatywano stochastycznyakitoceniami
o0 rozkladzie gaussowskim dlaznych parametrow. Omowiono tak problema-
tyke doboru wspotczynnika wzmocnienia filtru, waitopocztkowej estymacii,
intensywndci zaktocé pomiarowych i ich wptywu na doktadeiodwzorowa-
nia. Uzyskano zrinicowary jakos¢ estymacji stanu, dobiengj razne wartdci
parametréw podczas symulacji.

Stowa kluczowe:modelowanie matematyczne, réwnanianiézkowe czstko-
we, jaka¢ estymacii, filtr Kalmana-Bucy.
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The quality of state estimation of measurements fanodel polluted river

Abstract

The article presents the problems of the simulattody the quality of state
estimation by filter Kalman-Bucy type. The testeattjwas a river polluted bio-
chemically described partial differential equatiafshyperbolic type. Quality
estimation determined using the sum square errfoestimation representing
a functional of the solutions under consideration.the simulated object inter-
action of stochastic interference of Gaussian ibigions for various parame-
ters. Also discussed the issue of selection ofilfee gain, the initial estimation,
the intensity of interference and measuring thmipact on the accuracy of the
mapping. Obtained varied quality of state estimmtly choosing different
values of parameters during the simulation.

Key words: mathematical modeling, partial differential eqaas, simulation
experiments, Kalman-Bucy filter, quality estimation
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