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Symulacje komputerowe modelu matematycznego
zanieczyszczonej biochemicznie wody
z uwzgkdnieniem zjawiska dyfuzji

Wstep

Zastosowanie modelowania matematycznego systenmidyczzrasta ze
wzgledu na dosipnas¢ sprztu obliczeniowego wysokiej jakoi oraz korzyci
wynikajace z jego rezultatow. Powoduje te doktadné¢ rozwiazan uwzgkd-
nia coraz to wjcej szczegbtow w opisie zjawisk. W konsekwencjisknje s¢
bardziej ztaone opisy matematyczne zjawisk. W artykule zaprop@mo mo-
del matematyczny zanieczyszazbiochemicznych wody z uwzglnieniem
zjawiska dyfuzji dla wielowymiarowej przestrzeni.

1. Model matematyczny zanieczyszczonej biochemicenivody

Do rozwaan przyjeto nasgpujace wskaniki zanieczyszczewody, tj.: Bio-
chemiczne Zapotrzebowanie Tlenu (BZT)raz poziomRozpuszczony Tlen
(RT). Zgodnie z réwnaniem #adiczkowym kinetyki reakcji fizyczno-
-chemicznej pierwszego ¢du rozktady BZT i RT przyjmuj post& [Szymkie-
wicz 2000; Palczewski 2004]:

Sxf)=kx() @
Sxlt)= -k (0)-koxt) +a. @

w ktorych: xl[mg/I] — stzenie zanieczyszcaerganicznych (BZT) x, [mg/l]
— deficyt RT, t[doba — czas, k,[doba®| — wspétczynnik szybkai reakgji,
kz[doba'l] — wspofczynnik szybkei wplywu BZT na RT, ks[doba'l] -
wspotczynnik szybkéei pobierania tlenu z atmosfer;a[mg/l] — intensywnéc

pobierania/dostarczania tlenu.
Rezultaty badasymulacyjnych dla réwie(1) i (2) przedstawiono na rys. 1.
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Rys. 1. Zmiana BZT i RT w rzece przy r@nych warunkach pocatkowych

Zgodnie z oczekiwanymi wynikami widgzob. rys. 1)ze natura opisywa-
nych zjawisk (okrélana przez BZT i RT) wykazuje zdol§iodo samooczysz-
czania. Wartéci zanieczyszczezmniejszaj sie w miare uptywu czasu.

2. Modelowanie matematyczne dyfuzji w zbiornikach vwwdnych

Zjawisko dyfuzji jest wanym czynnikiem wplywajcym na stan jaliei
wody. Dyfuzja to ruch substancji powodcy przemieszczanie esiczasteczek
substancji z obszarow o ghiszym s¢zeniu (gstasci) do obszarow o mniejszym
stezeniu. Rozwaania prowadzoneaa przestrzeni okéenej diugacia, szeroko-
$cia oraz gébokdscia. Na podstawie twierdzenia Gaussa-Ostrogradskigojd
mozna przedstawiw postaci ogolnej [Szymkiewicz aSiorowski 2010]:

%—div(D gradx)+d=0 3

gdzie: x — wektor reprezentagy zanieczyszczenid) — wspotczynnik dyfuzji,
0 — intensywné¢ wytwarzania lub zanik przenoszonego czynnika.

Rozwaajac wektor stanu, ktéry zatg od czasu, diugei oraz dodatkowo

od szerokéci i gigbokasci, rownanie (3) jest nagiujace:
2 2 2
%—(Daﬁwafma fJ+Ax+5=o, 4)
ot 0z, 0z, 0z;
gdzie: z,,z,,z, — wspotrzdne przestrzenne odpowiednio dla dif@pszeroko-
$ci i gtebokdsci.

Zakladajc, ze zmiana dyfuzji wzdk zmiennej przestrzennej etfokasci
wody jest pomijalnie mata w stosunku do szekgoko dtugadsci akwenu wodne-
go, w réwnaniu (4) ostatni sktadnik w nawiasie zniklatomiast uwzgtniajac
predkaosé¢ przeptywu, pojawi & dodatkowy parametZpstawska 2011]:

2 2
X _pIXyp9 Xy Xy ax+s=0, 5)
ot 0z; 0z, 0z,
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v O
gdzie: V 2[0 } — diagonalna macierz reprezentd prdkos¢ przeptywu,
v

A={ Ei (:( } — macierz stanu, w ktorej wspotczynniki = 12,3 okreslaja
2 3
szybkaci reakcji BZT i RT.

Dalsze uproszczenia modelu z dyfumaozna uzyskd, przyjmupc rozwa-
zania dla bardzo dtugiej i ,uskiej” oraz ,ptytkiej’ rzeki. Woéwczas réwnanie
(5) przyjmuje nasfpujaca postd:

ox 0 ( ox

——-—|D— |+ Ax+J=0 (6)
ot 0dz\ o0z

W niniejszym artykule badania symulacyjne przepmzego dla rownania

(6), ktérego rozwizanie maliwe jest przy znanych warunkach granicznych
(warunki brzegowe i poatkowe), ktore przyjmuj posta:

X(z,.t,)= f,,(z,) (72)
X(z,.t,) = T,,(2,) (7b)
x(0,t)=f,(t), (7¢)

przy czym funkcjef , f ,, f,sa znane.

Do rozwiazania zagadnienia okdlenego zalenosciami (6) i (7a), (7b), (7¢)
wykorzystano metad réznic skaiczonych. Zapewnienie stabilfw wymaga
przyjecia odpowiedniego kroku dyskretyzacji, ktory zapewstabilngé
w obszarze rozwizan, a take naley uwzgkdni¢ regut dyfuzyjnej liczby Co-
uranta [Kwater, Krutys, Bartmangkala Simulation..]:

dz’
2D
gdzie:D — wskanik dyfuzji, dt, dz —odlegta¢ migdzy weztami.

di< (8)

3. Rezultaty eksperymentow numerycznych

Przeprowadzono szereg badeymulacyjnych dla przypadku uwzghiaja-
cego dtugéc oraz czas. Badano obiekt opisany rownaniem (6)ydhaych war-
tosci predkosci rzeki oraz wspoéiczynnika samooczyszczania. Wilkeymozwa-
zan otrzymano hiperpowierzchsiprzedstawioa na rys. 2, dla przypadku gdy
pojawito sk zanieczyszczenie (BZT) w chwili pagkowej na pocatku diugo-
sci. W miag uptywu czasu i diugei stzenie maleje, jednak ,widd przeno-
szenie zanieczyszazespowodowane pdkoscia przeptywu V w modelu mate-
matycznym.
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Rozktad BZIT

Stezenie [mg/]

Czas [h] boo Dlugosé [m]

Rys. 2. Rozktad BZT z dyfuzjp i procesem samooczyszczania

Istotny wptyw na rozktad zanieczyszéze uwzgkdnieniem dyfuzji ma do-
datkowo proces samooczyszczania oraglmsci przeptywu wody w rzece.
Wieksza pedkos¢ rzeki powodujeze pojawiajce sé zanieczyszczenia ,pory-
wane” g przez uwzgidnienie zjawiska transportu (przeptyw), a ich skeé
rozktadu zaley od wartdci predkosci. Kierunek rozktadéw na hiperpowierzchni
zwiazany jest z mdkoscia przeptywu i dla mniejszej pdkosci ,zaskg grzbie-
tu” jest wigkszy (rys. 3).

Rozkfad BZT

Stezenie [mgd]

Dlugose [m]

Rys. 3. Rozktad BZT bez procesu samooczyszczaniagrduzej predkosci rzeki

Na podstawie przeprowadzonych eksperymentéw syyjnkach zaobser-
wowano istotny wptyw prdkosci na rozktad zanieczyszareWartagci BZT
przy wiekszych pedkosciach rzeki z uwzgldnieniem dyfuzji przyjmuyj zblizo-
ne wartdci (patrz krzywa czerwona i purpurowa na rys. 4).
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Rys. 4. Rozktad BZT przy r&nych predkosciach z dyfuzja i bez dyfuzji

Rezultat ten otrzymano dokomuajprzekroju hiperpowierzchni z rys. 3 dla
wybranej chwili czasowej. Natomiast przy mniejszymtidkosciach przeptywu
wody otrzymano zrinicowane wartéci rozktadoéw zanieczyszcae(krzywa
zielona i niebieska na rys. 4.).

Przy wiekszych pedkosciach dyfuzja ma mniejszy wptyw na rozklad zanie-
czyszcze@, ankeli przy matych pgdkosciach, gdzie naley uwzgkdniat zjawi-
sko dyfuzji.

Podsumowanie

W artykule zaproponowano modele matematyczne binidamie zanie-
czyszczonej wody dla #6ego stopnia ztmnadsci, m.in. z uwzgtdnieniem zja-
wiska dyfuzji. W eksperymentach symulacyjnych armdiano zjawiska zacho-
dzace wzgkdem wspotrzdnych przestrzennych i czasu. W rezultacie przepro-
wadzonych eksperymentow symulacyjnychzme stwierdz, ze przy duych
predkosciach rzeki zjawisko dyfuzji mma pominé. Natomiast przy matych
predkosciach dyfuzja ma istotny wplyw i zaleca $&j uwzgkdnienie.
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Streszczenie

W artykule przedstawiono eksperymenty hadsdeli matematycznych za-
nieczyszczonej biochemicznie wody dlamgch stopni ziéondsci. Jakdéé wody
reprezentowana jest przez r@stiace wskaniki: Biochemiczne Zapotrzebowa-
nie na Tlen oraz Rozpuszczony Tlen. Badania syngirlagrzeprowadzono dla
modelu matematycznego w postaci rowmézniczkowych czstkowych Il rz-
du, w ktérych uwzgidniono zjawisko dyfuzji, a tale prdkosci przeptywu.

Stowa kluczowe:modelowanie matematyczne, réwnanianiézkowe castko-
we, dyfuzja, eksperymenty symulacyjne.

Computer simulations of mathematical biochemicallypolluted water model
including the phenomenon of diffusion

Abstract

This paper presents experimental study of mathealathodels of bio-
chemical polluted water for different degrees omptexity. Water quality is
represented by the following indicators: Biocherhioaygen Demand and Dis-
solved Oxygen. Simulation studies were performedfmathematical model of
in the form of partial differential equations II-tirder, which takes into account
the phenomenon of diffusion, and flow velocity.

Key words: mathematical modeling, partial differential equasip diffusion,
simulation experiments.
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