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Modelowanie komputerowe układów prostowniczych  
jedno- i trójfazowych z obciąŜeniem RL 

Wstęp 
Obecny stan rozwoju cywilizacji wymusza konieczność uŜywania urządzeń 

codziennego uŜytku zasilanych energią elektryczną. Wśród tych urządzeń domi-
nującą grupę stanowią urządzenia, których wymogi zasilania oparte są na wy-
prostowanym sygnale prądowym. Badania czynne na urządzeniach elektrycz-
nych są kosztowne i niebezpieczne, stąd teŜ komputerowe modelowanie ukła-
dów elektrycznych i późniejsze bezinwazyjne badania są bardzo uŜyteczne. 

1. Model matematyczny układu prostowniczego jednofazowego 

A. Układ elektryczny z obciąŜeniem RL 
Układy elektryczne z obciąŜeniem RL są bardzo często spotykane w prakty-

ce. Dokładność ich opisu wymaga stosowania równań róŜniczkowych. Uzyska-
nie przebiegów czasowych sygnałów dla takiego układu jest rezultatem rozwiązania 
tychŜe równań. Do sformułowania modelu matematycznego przyjmuje się znane 
prawa z elektrotechniki (prawo Ohmna, prawa Krichoffa) [Krakowski 1995].   

 

 
Rys. 1. Schemat układu z obciąŜeniem RL 

 
Dla układu z rys. 1 II prawo Kirchoffa przyjmuje następującą zaleŜność: 

)()()( tututu LRZ += , (1) 

gdzie: )(tuZ , )(tuR , )(tuL  to odpowiednio: napięcie zasilania, spadek napięcia 
na rezystorze, spadek napięcia na cewce. 
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Spadki napięć na elementach w obwodzie: 

RtituR )()( = , (2) 

dt

tdi
LtuL

)(
)( = , (3) 

gdzie: i(t) – sygnał natęŜenia prądu, R – wartość rezystancji, L – wartość induk-
cyjności, )(tdi  – róŜniczka prądu. 

W wyniku przekształceń otrzymuje się równanie róŜniczkowe: 

L
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, (4) 

w którym: R
L=τ  to stała czasowa. 

W takim ujęciu elementy wchodzące w skład rozwaŜanego obwodu opisane 
są funkcjami, które zawierają dynamikę zmian sygnałów. Rozwiązanie równania 
moŜna dokonać w sposób analityczny lub metodami przybliŜonymi. Do tych 
metod numerycznych naleŜy m.in metoda Eulera, metoda Roungego Kutty 
i inne. Przykład rezultatu rozwiązania równania 1.4 metodą Eulera pokazano na rys. 
2. Rozwiązanie równania róŜniczkowego uwzględnia przebiegi przejściowe i stany 
ustalone, w rezultacie otrzymujemy przebiegi sygnałów przy wymuszeniu sinu-
soidalnym odpowiednio przesunięte w fazie. W przypadku rozwaŜań w stanie 
ustalonym naleŜy stosować podejście z liczbami zespolonymi. 

 

 
Rys. 2. Sygnały napięć w obwodzie dla danych: Um = 100, R = 10, L = .05, f = 50 

 
Dalsze rozwaŜania obejmujące m.in. układy prostownicze będą zawierały 

wyŜej zaproponowane podejście w ujęciu z zapisem równań róŜniczkowych. 
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B. Układ prostowniczy jednofazowy jednopołówkowy 
Opracowanie modelu matematycznego układu prostownika z obciąŜeniem 

RL będzie wykonane analogicznie jak poprzednio, lecz pojawi się element pro-
stowniczy (zawór) reprezentowany jako zmienna logiczna. Powoduje ona ko-
nieczność rozwaŜania róŜnych zastępczych struktur obwodów [Tejchman, Twa-
róg 2005: 181–184; Buczek, Krutys, Kwater, Twaróg 2011: 38–41].  

Przyjęte załoŜenia do rozwaŜań:  
1) element prostowniczy (zawór) opisuje się zmienną logiczną o dwóch sta-

nach (zwarty lub rozwarty),  
2) zawór nie wprowadza Ŝadnego obciąŜenia,  
3) zmiana stanu pracy zaworu następuje po spełnieniu odpowiednich warunków, tj.:  

− dodatnie napięcia anodowe,  
− wartość prądu mniejsza od prądu wyłączenia, 
− czas trwania wyłączenia jest większy od czasu wyłączenia zaworu, 
− wystąpi sygnał sterujący tyrystora α, 

4) obecność indukcyjności w obwodzie powoduje wystąpienie zjawiska komu-
tacji prostej i złoŜonej, 

5) indukcyjność źródła zasilania traktuje się wspólnie z indukcyjnością obcią-
Ŝenia.  
 
Uwzględniając powyŜsze, rozwaŜa się następujące konfiguracje obwodów 

elektrycznych w róŜnych przedziałach czasowych.  
 

 
Rys. 3. Schematy połączeń elektrycznych dla róŜnych stanów przewodzenia  

zaworu prostowniczego 
 
Rys. 3 przedstawia konfigurację obwodów elektrycznych wynikające z warun-

ków pracy. Warunki końcowe sygnałów w kolejnych schematach są warunkami 
początkowymi dla następnych. Taka sytuacja nastąpi np. dla przypadku A i B, gdy 
w obwodzie występuje indukcyjność, a przypadek A i C wystąpi, gdy niespełniony 
będzie warunek 3a, a ponadto w obciąŜeniu jest brak indukcyjności.  
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C. Układ prostowniczy jednofazowy dwupołówkowy 
 
W układzie dwupołówkowym występuje zespół elementów prostowniczych 

w postaci mostka Graetza [Krystkowiak 2010]. Przypadki przewodzenia przy 
spełnieniu załoŜeń podanych w punktach od 1 do 5 dla poszczególnych zaworów 
przedstawia rys. 4.  

     

 
Rys. 4. Schematy przypadków przewodzenia zaworów w układzie jednofazowym 

i prostowaniu dwupołówkowym 
 
W skład modelu matematycznego będą wchodziły schematy prezentowane 

na rys. 3 zgodnie z odpowiednimi załoŜeniami (od 1 do 5). Zatem model mate-
matyczny dla tego rodzaju prostowania będzie sprowadzał się do równań róŜ-
niczkowych obowiązujących dla odpowiednich schematów połączeń elektrycz-
nych z rys. 3. Przykładowe rezultaty badań symulacyjnych dla takiego układu 
prostowniczego podano na rys. 5. 
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Rys. 5. Sygnały napięć dla układu prostowniczego dwupołówkowego dla danych: 

Um = 100[V], R = 20[Ω], L = 0.1[H], f = 50[Hz] 
 
Otrzymane przebiegi sygnałów są zgodne z oczekiwaniem, tj. łatwo zauwa-

Ŝyć działanie dwupołówkowego prostowania oraz działanie kąta zapłonu afla.  
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2. Układ prostowniczy trójfazowy 

Schemat połączeń elektrycznych dla tego przypadku przedstawia rys. 6. 
Działanie układu z rys. 6 sprowadza się do wyboru odpowiednich schematów 
połączeń elektrycznych podanych na rys. 3. NaleŜy jednak uwzględnić specyfikę 
przebiegu napięć trójfazowych. Zawór z górnego układu (TA1, TB1, TC1) będzie 
w stanie przewodzenia wspólnie z dwoma zaworami dolnymi, np. (TA1 oraz TB2, 
a potem TC3). Taki przypadek występuje tylko dla obciąŜenia czysto rezystancyjnego. 

 

 

Rys. 6. Schemat układu prostowniczego trójfazowego 
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Rys. 7. Przebiegi napięć fazowych z diagramem przewodzenia zaworów 
 
Zatem model matematyczny trójfazowego układu prostowniczego będzie 

składał się z zespołu równania róŜniczkowego (4), w którym moŜe nie wystąpić 
napięcie zasilania uz(t) dla obciąŜenia indukcyjno-rezystancyjnego. Całkowity 
model dla trójfazowego będzie więc wymagał rozwiązań równań sekwencyjnie 
dla sześciu schematów, tj. TA1-TB2, TA1-TC2, TA2-TC2, TA2-TA2, TC1-TA2, TC1-TB2. 

Na rys. 8 liniami ciągłymi oznaczono przebiegi prądów dla górnego układu 
zaworów, liniami kreskowanymi odpowiednio sygnały prądów dla dolnego 
układu zaworów. Prąd odbiornika stanowiący sumę składowych oznaczono ko-
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lorem czarnym. Eksperymenty symulacyjne dla tego przypadku wykonano dla 
zerowego kąta zapłonu tyrystorów.  
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Rys. 8. Przebiegi sygnałów prądowych zaworów prostowniczych (R=100[Ω], 

L = 0.3[H], f = 50[Hz], Uf = 220[V]) 

Podsumowanie 

W artykule przedstawiono zagadnienia modelowania komputerowego dla 
układów prostowniczych z obciąŜeniem RL. Uzyskano opis w postaci zwyczaj-
nych równań róŜniczkowych.  Ponadto dla układów prostowniczych zapropo-
nowano, iŜ element prostowniczy (zawór) będzie reprezentowany jako zmienna 
logiczna, powodując zmianę konfiguracyjną schematów elektrycznych. Rozwa-
Ŝano układy prostownicze jednofazowe jednopołówkowe z zaworem niestero-
walnym (dioda), sterowanym (tyrystor) oraz dwupołówkowe z zaworami stero-
wanymi, a takŜe układ prostowniczy trójfazowy. Proponowane podejście w tym 
przypadku sprowadza się do rozwaŜania sześciu schematów połączeń elektrycz-
nych sekwencyjnie przełączanych między sobą. Otrzymane rezultaty są zgodne 
z oczekiwanymi.  
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Streszczenie  
W artykule przedstawiono problematykę dotyczącą modelowania kompute-

rowego układów prostowniczych jedno- i trójfazowych z obciąŜeniem typu RL. 
Podano załoŜenia upraszczające oraz schematy połączeń elektrycznych i odpo-
wiadające im równania róŜniczkowe zwyczajne. Zamieszczono rezultaty ekspe-
rymentów numerycznych potwierdzających ich zgodność z przebiegami rzeczy-
wistymi. 

 
Słowa kluczowe: modelowanie komputerowe, równania róŜniczkowe zwyczaj-
ne, schematy połączeń obwodów elektrycznych, dioda, tyrystor, przebiegi symu-
lacyjne. 

 
 
Computational modelling one and three-phase rectifier with RL load 

 
Abstract  

This paper presents issues concerning computational modelling systems one 
and three-phase rectifier with a load RL. Given the simplifying assumptions and 
the wiring diagrams and the corresponding ordinary differential equations. Con-
tains the results of numerical experiments confirming their compliance with the 
actual waveforms 

 
Key words: computational modelling, ordinary differential equations, scheme 
electrical circuits, diode, thyristor, simulation  waveforms. 

 


